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ver respostas

1. (a) Sexa {(xn,y,)} unha sucesién en R?. Demostra que converxe a un punto (xg, o) se e soamente se
cada sucesién numérica {x, }, {yn} converxe, respectivamente, a g € yo.

(b) Considera o subconxunto A de R? formado polos puntos da forma (1/n, 1/m), con n,m € Nen # m.
Fai un debuxo que axude a visualizar este conxunto.

(¢) Sexan a e b dous enteiros naturais dados. Razoa cales dos seguintes puntos son de acumulacién de

() () (k) o0

Para cada punto que sexa de acumulacién, constrie unha sucesién de puntos de A converxendo a el.

(d) ;Coneces algin punto de acumulacién que non se inclia na lista anterior? Calcula a adherencia de

A.

(2,5 puntos)

2. Estudia a continuidade da funcién f: R? — R? dada por

(y,z) sex >y,

f(xvy) =

(x,y) sex <y.

(2 puntos)

3. Sexa A C RP. Demostra a igualdade
A={zeR|d(z,A) =0}.

(2 puntos)

4. (a) Sexan X un subconxunto compacto non baleiro de R” e f : X — R unha funcién continua. Probade
que f alcanza un méaximo e un minimo. Mostrade que o resultado é falso se X non é pechado ou
limitado.

(b) Probade que o conxunto

A={(z,y) eR?| |z < |yl <1}
é compacto.
(¢) Determinade o méximo e o minimo alcanzados pola funcién
f:A—R
definida por f(z,y) = 2% + 3°.
(d) Determinade se os conxuntos A e B = A — {(0,0)} son conexos ou non.

(3,5 puntos)
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1. (b) Debuxo de algtins puntos do conxunto A. Os restantes estdn cada
vez mais préximos aos €eixos:

(c) Os puntos (0,0) e (1/m, 0) son de acumulacién. As seguintes sucesidns
de puntos de A converxen a eles:

Gy G- G-

Os outros dous son puntos aillados: bolas de raios + — - e -1 —
m m+1_ m+1
m+r2 e de centro (1/m,1/m) e (1/m,1/m + 1), respectivamente,

non contefen outros puntos do conxunto.

(d) Polo mesmo argumento de converxencia antes usado, os puntos da
forma (0,1/m) tamén son de acumulacién. Todos os puntos de
acumulacién e todos os puntos do conxunto son adherentes.
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2. Imos comprobar que f é continua en todo R?. Imolo facer de tres formas
diferentes.

Primeira forma.

A funcién non aumenta as distancias,

d(f(x,y), [(u,0)) < d((,y), (u,v)),

o que sinifica que f é lipschitziana. Desde logo, se * < y e u < v,
ou se x > y e u > v, daquela, obviamente, as distancias consérvanse.
Supoiiamos, por contra, x < y e u > v. Sexa (z, z) o punto de corte coa
diagonal da recta que une estes puntos. E:

f((xvy)) - ([U,y),
f((u7v)) - (Uau)'

Tense:

d((z7 Z)? (u7 U)) - d((z7 Z)v (U7 u)) 3

d((v,u), (z,9)) < d((v,u), (2,2)) + d((2,2), (2,9)).

(u, )

(v, )
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Segunda forma.

Observade que a funcién tamén pode ser definida da seguinte maneira:

(y,x) sex >y,
flx,y) =

(z,y) sex <y,

pois as duas férmulas coinciden na diagonal. Agora resulta ser funcién
combinada de duas funcidéns continuas con dominios pechados. Logo a
funcién resultante é continua.

Terceira forma.

As restricciéns da funcién aos conxuntos abertos {(z,y) € R? | z < y}
e {(z,y) € R* | x > y} son claramente continuas, logo a funcién é
continua nos puntos deses conxuntos.

A continuidade nun punto (z, z) da diagonal pédese deducir da definicién,
utilizando § = ¢, pois a distancia dun punto (x,y) ao punto (z,z) é a
mesma que a distancia de (z, z) ao punto (y, x).

4. (b) Debuxemos o conxunto A. Comezamos debuxando o conxunto dos
puntos (x,y) de R? verificando |z| = |y|. Ou sexa, con & = y ou
—x = y. Son as ecuaciéns de duas rectas, o conxunto esta formado
polas duas diagonais. Os puntos do conxunto A verifican |z| < |y|.
Ou sexa, |z| <y ou |x| < —y. A primeira relacidn ten sentido para
y > 0. Para estes puntos a condicién equivale s duas seguintes:
r < ye—x <y, ousexa, os puntos que estan por riba das duas
diagonais. Chamaremos C' a este conxunto.

Analogamente, para y < 0, resultaria o conxunto D dos puntos que
estdn por baixo das didas diagonais. Finalmente, a condicién |y| <1
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define o conxunto E dos puntos con ordenada comprendida entre —1
e 1. Asi, expresamos o conxunto dado como:

A = (CUD)ﬂE.

(-1,1) (1,1)

(-1,-1) (1,—1)

Cada conxunto C', D e E é pechado, polo que A é un conxunto
pechado. Tamén ¢ limitado: estd contido na bola B,[(0,0),+/2].
Logo A é compacto.

(c) A funcién toma valores non negativos. Como vale 0 en (0,0), este é
o minimo.
Xa que para calquera niimero real t, t < 1 = t*> < 1, e non hai
puntos con coordenadas maiores que 1, o maximo resulta ser 2, que
se alcanza, por exemplo, no punto (1,1).

(d) A é conexo: dados dous puntos (z1,¥1) e (x2,y2) de A, unimos cada
un deles con (0,0), o conxunto L resultante estd contido en A, é
unién de dous segmentos e tenen un punto comun:

Ly = {(ter,tyn) |0 <t <1}, Ly = {(tws, tys) | 0 <8 <1}
e tomamos L = Ly U Lo (vid. figura).

B non é conexo. Unha separacién non trivial é:

U={(zy)eR|y>0}, V ={(z,y) eR|y<0}.
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